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Resumo. Este trabalho explora a transformagdo de Sundman para aplicd-lo no problema cir-
cular restrito dos trés corpos (PCR3C) considerando perturbagées de forma no primdrio (neste
trabalho de Jy a Jg). Sdo apresentados resultados para algumas orbitas e comparando os
Meétodos de Cowell, a transformagdo de Sundman (dt = rds). Por fim, sdo comparados os
resultados dos métodos e propostos trabalhos futuros.
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1. Introducao

A estimativa do movimento orbital de satélites artificiais (e naturais) sao intrinsicamente depen-
dentes da modelagem matemadtica da fisica que governa o movimento destes corpos e também
dos métodos e integradores utilizados para fazer o cdlculo computacional. Este trabalho explora
a transformacao de Sundman e a aplica no problema circular restrito dos trés corpos (PCR3C)
considerando perturbacdes de forma no primario (neste trabalho de J> a Jg). Para tal sdo uti-
lizados os métodos de Cowell, a transformac¢do de Sundman simples e o desenvolvimento de
integradores Runge-Kutta de quarta ordem e Preditor-Corretor. A transformacio de Sundman
implica em um sistema de 7 Equacdes diferenciais enquanto que o método de Cowell apresenta
um sistema de 6 equacdes apenas. Contudo, apesar da complexidade numérica, espera-se que a
precisd@o numérica aumente para um mesmo passo de integracdo adotado.

2. Metodologia

Para o desenvolvimento deste trabalho, considerou-se o problema circular restrito dos trés cor-
pos (PCR3C) perturbado, considerando pertubacdes de forma no primério de J5 a Jg.

No PCR3C um corpo de massa mg orbitando dois corpos de massas my € ms respectivamente
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em que r € o vetor posi¢do em relacdo a origem do sistema de coordenadas, ;; € a constante
gravitacional do primeiro primdrio, fio € a constante gravitacional do segundo primadrio, 713 €
93 20, respectivamente, os vetores posi¢ao em relagdo aos primdrios C; e Cs, dados por

iy =(z+a") +y? + 27
res = (x — b +y? + 22 )

em que a* e b* sdo das distancia entre o primario C'; e o baricentro e o primdrio C5 e o baricentro,
respectivamente.

Ap6s a dedugdo do modelo (que ndo € escopo deste trabalho) as equagdes para o PRC3C ficam
da forma (KOPAL,1963):
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Este modelo descreve o movimento de um corpo de massa mg orbitando dois corpos de massas
my € my respectivamente, sendo que estes dois descrevem uma Orbita circular em torno do
baricentro do sistema. Para efeitos de simplificacdo a massa mg € desprezivel perante as demais.

Este trabalho considera também o efeito da forma de um dos primérios do movimento orbital.
Os polindmios de Legendre sdo dados pela Equacao 4:

2 () =gz [(OF )]

Neste trabalho sdo avaliados os efeitos dos potenciais até a sexta ordem.

O potencial devido a forma dos corpos € dado pela Equacao 5
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A aceleracdo é dada entdo pela expressao 7
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Para .J, a func@o potencial, calculada a partir das expressoes 4 e 5 (para i = 2), é dada por 8

1 322 1
VJ2 = _MJQTZ (F - —> (8)

A aceleragdo devido ao segundo harmdnico, calculada a partir da expressdo (parai = 2), é dada
pela expressao 9

15xz 4 3z x
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Utilizando o mesmo procedimento, pode-se derivar as expressoes das aceleragdes para os Js,
Jy, J5 e Jg, que sdo dados pelas expressoes 10,11,12 el3 respectivamente.

35x23 + 15z2

1 3 35T9 15y
ajy, = —§MJ3T yz + 2
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O modelo modificado, apresentado pelas Equacdes 3, ou seja, considerando os efeitos pertur-
bativos, fica da forma 14:

" 2y._(1— 2(z+u) u(z+21 u)_i_aJ”+aJ3x+aJ4x+aJ5x+aJ6x
il = —Qi—(l?y+H—+ahy+aky+ahy+aky+aky (14)
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Para o Método de Cowell sdo definidas 6 variaveis (x1,22,73,24,25,2¢) da forma:

T1 =1
To =2
T3 =Y
Ty =Y
T5 =2
T =2 (15)

Derivando as equacdes acima, temos o modelo matematico e espaco de estados para ser inte-
grado (Equagao 16):

Zt'l = T2

i — — KT
27 2 2\ 3
(z] + 23 + 28)>
T3 = T4

- —HI3
4T 2 2\2
(z1 + 23 + 22)>
i‘5 = Tg

. —HTs

Te = (16)

(22 + 2% + 22)?
O modelo descrito pelo conjunto de equacdes dado por 16 serd chamado neste trabalho de
Modelo de Cowell.

Em seguida, foi realizada uma Transformacdo de Sundman simples, da forma dt = rds e
obteve-se o modelo dado pelas Equagdes 17:

r dx 2 (-p)(z+p)  plztl—p) - - - - -

2 " ds + (Qy_ 53 - 3 +CLJ27IB+CLJ37$+CLJ47:B+CLJ57$—|—CLJ67:B

nl _— r! da L =y | opy g - - g -
y | = s T <_2$ TS + 53 T gy + Qpy + Ay + Qg5 + gy

"
z r’ dx (1—p)z uz - - - - o

T ds + (_ 3 + 53 T gzt Az T Qg+ Qg2+ Qg 2
(17)

A modelagem em varidveis de estado € similar ao procedimento feito nas Equagdes 15 e 16 e
para economia textual ndo serdo apresentados. Vale ressaltar que € inserida uma nova varidvel
T7 = t.
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3. Resultados e Discussao

Foram simulados diversos casos:

- Método de Cowell com integrador Runge-Kutta de quarta ordem (RK4)

- Transformacao de Sundman (dt = rds) com RK4

- Transformacao de Sundman (dt = rds) com Preditor corretor de quarta ordem (PC4)

Apenas para exemplificar, um dos casos estudados considera o vetor de estados
(21, To, 3, T4, T5, Tg) igual a (1.0,0.0,0.0,0.25,0.0,0.0). Considerando também valores de J
sempre igual a 0.0001 para fins de teste, ou seja, Jo» = 0.0001, J3 = 0.0001, J; = 0.0001,
Js; = 0.0001, Js = 0.0001 e tempo total de simulagdo igual a 1 (referente a um periodo orbital
em varidveis adimensionais), tem-se o resultado apresentado na Figura 1.

Na Figura 1 a 6rbita com trago em preto ¢ modelada com o Método de Cowell e RK4, a 6rbita
com traco em vermelho € modelada com Sundman e RK4 e a 6rbita com trago azul é modelada
com Sundman e PC4. Observa-se que o trago gerado com o Método de Cowell diverge um
pouco dos demais e provavelmente isso se deve a precisdao do método com a transformacgao de
Sundman, mas isso deve ser verificado em trabalhos futuros.

Método de Cowell - RK4 Transformacao de Sundman - RK4
1 1
~n 0 ~n O
i | 1
0.02 1 0.02 1
0.01 0.01 0.995
0 0 0.99
y 999 X y X
Transformacao de Sundman - PC4 Comparacao

I g i
w0 0
-1 -1
0.02 1 0.02 1
0.01 0.965 0.01 0.995
0.99 0.99
¥ o X 0

Figura 1. Orbita no PRC3C, modelada por: (a) Método de Cowell e RK4, (a)
Transformacao de Sundman e RK4,(a) Transformacao de Sundman e PC4. (d)
Comparacao entre os diferentes métodos

Para se avaliar com mais precisdo a diferenca entre os dois trabalhos, se faz necessario desen-
volver integradores mais sofisticados, como RK78. O PRC3C nao apresenta solu¢do analitica,
portanto para se avaliar qual solu¢do € mais préxima do esperado se faz necessario comparar
com um integrador mais sotisficado. O problema do uso de integradores de alta ordem € o alto
custo computacional. Esta comparacdo serd realizado em trabalhos futuros.

5
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4. Conclusao

Este trabalho teve como objetivo explorar os conceitos de regularizacdo em mecanica celeste e
aplicd-los para o problema circular restrito dos trés corpos. Este modelo matematico foi inte-
grado utilizando o Método de Cowell e foi ajustado utilizando uma transformagao de Sundman
para comparar com o modelo anterior. Foram verificados também a performance de diferentes
integradores, como RK4 e PC4. Algumas poucas comparacOes foram realizadas, mas observa-
se que o PC4 apresentou uma performance melhor quando compara com o RK4 para os casos
estudados. Observou-se diferengas nas orbitas entre o Método de Cowell e de Sundman, sendo
indicativo portanto de melhoria de qualidade de integracdo, apesar do maior custo computa-
cional. Este indicio precisa ser verificado com mais detalhes em trabalhos futuros. Nao foram
observadas variacOes nos tempos entre os dois métodos, mas apenas entre os diferentes inte-
gradores.
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